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テンソル 2/29

d-テンソル：　 d 次元配列

T = (Ti1,...,id) ∈ Cn1 ⊗⋯⊗Cnd

n1 ×⋯ × nd の形状をした複素配列

行列を掛けることができる：
テンソル T ∈ Cn1 ⊗⋯⊗Cnd と (正方でなくてもよい) 行列 A1, . . . ,Ad に対し，

((A1, . . . ,Ad)⋅T )i1,...,id ∶= ((A1⊗⋯⊗Ad)T )i1,...,id ∶= ∑j1,...,jd(A1)i1,j1⋯(Ad)id,jdTj1,...,jd

制限 (restriction)：S ≤ T def.⇐⇒ ∃A1, . . . ,Ad s.t. S = (A1, . . . ,Ad) ⋅ T



テンソルのランク概念 3/29
行列 (d = 2) のとき，行列 A のランクは (例えば) 次で特徴付けられる：

rk(A) =min{r ∣ A ≤ Ir} =max{r ∣ Ir ≤ A}

d(≥ 3)-テンソルのとき，上の二つの値は一般に異なる：

(テンソル)ランク rk(T ) ∶=min{r ∣ T ≤ ⟨r⟩}
サブランク subrk(T ) ∶=max{r ∣ ⟨r⟩ ≤ T}

漸近ランク： クロネッカー積 (次頁) による漸近的な値

r̃k(T ) ∶= lim
m→∞

rk(T ⊠n)1/n, s̃ubrk(T ) ∶= lim
m→∞

subrk(T ⊠n)1/n

☆ Matrix multiplication exponent ω = log2(r̃k(MM2)) [Strassen, 1980s]
(現状のバウンドは，2 ≤ ω ≤ 2.371...)



漸近スペクトラム (Asymptotic spectrum) 4/29
X を，以下を満たす関数 F ∶ {d-テンソル }→ R の集合とする：
● 正規化： F (⟨r⟩) = r
● 加法性： F (S ⊕ T ) = F (S) + F (T )
● 乗法性： F (S ⊠ T ) = F (S)F (T )
● 単調性： S ≤ T Ô⇒ F (S) ≤ F (T )

命題 [Strassen, 1980s]

r̃k(T ) =max
F ∈X

F (T ), s̃ubrk(T ) =min
F ∈X

F (T )

より一般に，漸近的制限 S⊠m ≤ T ⊠(m+o(m))) ⇐⇒ F (S) ≤ F (T ) (∀F ∈ X )

● d = 2 (行列) のとき，上を満たす F は行列ランクのみ
● d ≥ 3 のとき，具体的に知られた F は Quantum functional (後述) のみ
● d ≥ 4 のとき，上記以外のものが存在 [Alman et al., 2026, Botero et al., 2026]



平坦化 (Flattening) 5/29
テンソル 0 ≠ T ∈ Cn1 ⊗⋯⊗Cnd

1 ≤ ℓ ≤ d に対して，
● T の ℓ 番目の平坦化 T (ℓ):
T を nℓ × (n1⋯nℓ−1nℓ+1⋯nd) 行列とみなしたもの

● ℓ 番目の one-body marginal µℓ(T ) ∶= T (ℓ)T (ℓ)†

∥T ∥2 ∈ PSD(nℓ)
性質：
● µℓ(T ) は半正定値，trµℓ(T ) = 1
Ô⇒ specµℓ(T ) は確率ベクトル

● u1, . . . , ud: ユニタリ Ô⇒ µℓ((u1, . . . , ud) ⋅ T ) = uℓµℓ(T )u†
ℓ

Ô⇒ specµℓ((u1, . . . , ud) ⋅ T ) = specµℓ(T )



エンタングルメント多面体 6/29

∆(T ) ∶={(spec(µ1(S)), . . . , spec(µd(S))) ∣ S = (g1, . . . , gd) ⋅ T, gℓ ∈ GL(nℓ)}
={(spec(µ1(S)), . . . , spec(µd(S))) ∣ S = (x1, . . . , xd) ⋅ T,xℓ ∈ PD(nℓ)}

命題 [Kirwan, 1984, Ness and Mumford, 1984]
∆(T ) は凸多面体．

● 量子情報の文脈で，多体系の量子エンタングルメントの種類を区別するために
導入 [Walter et al., 2013]
● 非常に複雑な多面体

● 頂点や面が指数個存在
● ∆(T ) を計算するアルゴリズム [van den Berg et al., 2025] は，4 × 4 × 4 テンソル
までしか実用的でない



Quantum functional 7/29
「エンタングルメント多面体上のエントロピー最大化」
θ = (θ1, . . . , θd): 確率ベクトル， 0 ≠ T ∈ Cn1 ⊗⋯⊗Cnd

Quantum functional [Christandl et al., 2023]

● Eθ(T ) ∶= max
(p1,...,pd)∈∆(T )

∑
ℓ∈[d]

θℓH(pℓ) = sup
S=(g1,...,gd)⋅T

∑
ℓ∈[d]

θℓH(specµℓ(S))

● Fθ(T ) ∶= eEθ(T )

命題 [Christandl et al., 2023]

任意の確率ベクトル θ に対して，Fθ ∈ X

しかし，Fθ(T ) を計算する効率的なアルゴリズムは知られていない！！

関連：テンソルスケーリング [Verstraete et al., 2003, Bürgisser et al., 2018]
「すべての ℓ で同時に µℓ(S) ≈ Inℓ

/nℓ となる S = (g1, . . . , gd) ⋅ T を見つけよ」
スケール可能 ⇐⇒ Eθ が最大値を取る (θ > 0 の場合)
テンソルスケーリング問題の「定量化版」とみなせる



本研究の成果 8/29
● アルゴリズミックな結果： (arXiv:2609.06633)
　 Quantum functional Fθ(T ) を計算する初めての効率的なアルゴリズムを提案
　 Entropic tensor scaling:

Tk+1 ∶= (µ1(Tk)−θ1/2, . . . , µd(Tk)−θd/2) ⋅ Tk

　 ● Eθ を O(k−1) の誤差で計算，定数は入力長の多項式

● 構造的な結果： (arXiv:2601.21553)
　 Quantum functional が，Support functional (後述) に一致することを証明
　 ● 30 年以上前の予想を解決

☆ 上述の結果は，Quantum functional (エントロピー最大化) に限らず，スペクト
ルの凸関数の最小化全般に当てはまる．
　 ● ℓ∞-ノルム最小化 → G-stable rank [Derksen, 2022]
　 ● 一様分布への ℓ1-ノルム最小化 → 非可換ランク [Hirai, 2026]
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多面体上の凸最適化 10/29
☆以下，関数の (下半)連続性・微分可能性などは適当に仮定してあるものとする
多面体制約つき凸最適化問題：

minimize: Q(p) s.t. p ∈ C (C ⊆ Rn∶多面体，Q∶凸関数 )

制約集合 C を考慮する手法の一つ：勾配集合として表す
C = conv{ω1, . . . , ωN} と，頂点が分かっている場合は，

f(z) ∶= log(
N

∑
j=1

qje
⟨ωj ,z⟩) (qj > 0, ∀j ∈ [N])

により，C = ∇f(Rn) であるから，以下の無制約問題に変換
min
p∈C

Q(p) = inf
z∈Rn

Q(∇f(z))

逆の手順で，このような形の f を与えれば，多面体制約 C が決定される



鏡像降下法 11/29

minimize: Q(∇f(z)) (f,Q∶凸関数 )
この問題は，鏡像降下法 [Nemirovsky and Yudin, 1983] により自然に解ける．
※通常の慣例とは記号の置き方が違う (f∗ に記号を与えることが多い)

適切な状況 (e.g., 相対的平滑性) で，O(k−1) 収束 [Bauschke et al., 2017, Lu et al., 2018]



例: サポート多面体 (support polytope) 12/29
テンソル 0 ≠ T ∈ Cn1 ⊗⋯⊗Cnd

以下の関数 fS
T ∶Rn1 ×⋯ ×Rnd → R を考える (※テンソルの内積やノルムは自然に定める)：

fS
T (z1, . . . , zd) ∶= log ∥(ediagz1/2, . . . , ediagzd/2) ⋅ T ∥2

= log ⟨T, (ediagz1 , . . . , ediagzd) ⋅ T ⟩

= log( ∑
i1,...,id

∣Ti1,...,id ∣2ez1,i1+⋯+zd,id)

= log
⎛
⎝ ∑
Ti1,...,id≠0

∣Ti1,...,id ∣2ez1,i1+⋯+zd,id
⎞
⎠

これの勾配集合は，∇fS
T (Rn1 ×⋯ ×Rnd) = conv{(ei1 , . . . , eid) ∣ Ti1,...,id ≠ 0}

T のサポート (非零要素の位置) の情報を持つ Ô⇒ サポート多面体 Ω(T )
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エンタングルメント多面体上の凸最適化に向けて 14/29

Quantum functional は，エンタングルメント多面体上の凸最適化だった

Q: エンタングルメント多面体を勾配集合に持つ凸関数 f は構成できるか？

A: 「Euclid 空間では」難しい
曲がった空間 (多様体) 上の測地的凸関数の勾配集合として自然に書ける！

※以下の流れに沿った問題の定式化は [Hirai, 2025] に基づく．



対称空間 PD(n) 15/29

PD(n): n × n 正定値エルミート行列全体の集合

以下の計量を導入する：

(X,Y )Tx PD(n) ∶= tr[x−1Xx−1Y ] (X,Y ∈ TxPD(n) ≅ Herm(n))

● Hadamard 多様体 (完備・単連結・断面曲率 ≤ 0)
● 代表的な対称空間の例
● 任意の g ∈ GL(n) に対し，PD(n) ∋ x↦ g†xg ∈ PD(n) は等長変換
● 任意の g ∈ GL(n) に対し，Rn ∋ z ↦ g†ediagzg ∈ PD(n) は等長埋め込み
● 特に，測地線は t↦ g†ediag(z+tw)g で与えられる (g ∈ GL(n), z,w ∈ Rn).

以下，M ∶= PD(n1) ×⋯ ×PD(nd) を考える．



Kempf–Ness 関数 16/29

テンソル 0 ≠ T ∈ Cn1 ×⋯ ×Cnd に対し，Kempf–Ness 関数
fT ∶M ∶= PD(n1) ×⋯ ×PD(nd)→ R は以下で与えられる：

fT (x) = fT (x1, . . . , xd) ∶= log ∥(x1/2
1 , . . . , x1/2

d ) ⋅ T∥ = log⟨T, (x1, . . . , xd) ⋅ T ⟩

Euclidean な各部分多様体 g†ediag(⋅)g で，サポート多面体を与える関数に帰着：

fT (g†1ez1g1, . . . , g
†
de

zdgd) = log ∥(ediagz1/2, . . . , ediagzd/2) ⋅ (g ⋅ T )∥ = fS
g⋅T (z1, . . . , zd)

Ô⇒ fT は測地的凸 (すべての測地線に沿って凸)

※「Kempf–Ness 関数」という用語は，より一般の群の表現に対しても用いられる．



Kempf–Ness 関数の勾配集合 17/29
疑問：「勾配全体の集合」はどうなるか？

fT の x ∈M での (勾配ではなく) 微分は，余接空間の元： dfT (x) ∈ T ∗xM
dfT (x) ∈ T ∗xM ≅ Herm(n)∗ ≅ Herm(n) のもと，

dfT (x) = (x−1/21 µ1(S)x−1/21 , . . . , x−1/2d µd(S)x−1/2d ) (S ∶= (x1/2
1 , . . . , x1/2

d ) ⋅ T )

再掲: µℓ(S) ∶= S(ℓ)S(ℓ)†

∥S∥2

単位元 (I, . . . , I) ∈M まで測地線に沿って平行移動すると，x−1/2ℓ が打ち消される：

τ∗I→xdfT (x) = (µ1(S), . . . , µd(S)) (S ∶= (x1/2
1 , . . . , x1/2

d ) ⋅ T )

ゆえに，エンタングルメント多面体を得る：

∆(T ) = {spec τ∗I→xdfT (x) ∣ x ∈M}

再掲: ∆(T ) = {(spec(µ1(S)), . . . , spec(µd(S))) ∣ S = (x1, . . . , xd) ⋅ T,xℓ ∈ PD(nℓ)}



エンタングルメント多面体上の凸最適化 18/29
min

p∈∆(T )
ϕ(p) = inf

x∈M
ϕ(spec τ∗I→xdfT (x))

● 目的関数 ϕ∶Rn1 ×⋯ ×Rnd → R: 凸関数
● さらに ϕ が各要素内で対称を仮定：
　 ϕ(P1q1, . . . , Pdqd) = ϕ(q1, . . . , qd) (P1, . . . , Pd: 置換行列)
Ô⇒ エルミート行列上の関数 Φ に自然に拡張される：

Φ(X1, . . . ,Xd) = ϕ(specX1, . . . , specXd)

● 余接バンドル T ∗M 上の関数 Q を Qx ∶= Φ ○ τ∗I→x と定める
※実は，これは平行移動の経路の取り方によらない
　 Ô⇒ Q は平行移動で不変 (次頁)

以下の同値な表現を得る
minmizex∈M ϕ(spec(τ∗I→xdf(x))) = Φ(τ∗I→xdf(x)) = Q(df(x))
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Q-ノルム最小化問題 20/29

以上の事実に基づき，[Hirai, 2025] は「Q-ノルム最小化問題」を提案：

minimize: Q(df(x)) s.t. x ∈M ∶ Hadamard 多様体

ここで，
● f ∶M → R: 測地的凸 (任意の測地線に沿って凸)
● "norm-like function" Q∶T ∗M → R は以下を満たす：1

● 各点 x ∈M で，Qx ∶ T ∗xM→ (−∞,+∞]：凸関数
● 平行移動に対して不変：Qx = Qy ○ τ∗y↝x 任意の曲線に沿った平行移動

1Q の正則性や非負性などに元論文 [Hirai, 2025] と差異あり．



一般化勾配流 21/29
再掲： minimize: Q(df(x)) s.t. x ∈M

[Hirai, 2025] はこの最小化問題に対し，Q-勾配流2 を提案：

Q-勾配流 (Q-gradient flow)
ẋt = −dQxt(df(xt)) (∈ T ∗df(x)T ∗xM ≅ (T ∗xM)∗ ≅ TxM)

命題 [Hirai, 2025]
● Q(df(xt)) は単調非増加
● 広いクラスの Hadamard 多様体 (Rn, PD(n) やその直積を含む) で，
Q(df(xt))→ inf

x∈M
Q(df(x)).

※鏡像降下法の連続極限との関係は指摘されていなかった．
2元論文 [Hirai, 2025]では，Q の代わりに Q2/2 を使用．元論文ではさらに Q ≥ 0 を仮定してい

たため，Q の最小化と Q2 の最小化は等価だった．



Hadamard 鏡像降下法 22/29

我々 (arXiv: 2609.06633) は，
● Q-勾配流と，鏡像降下法との関連を指摘
● Q-勾配流を離散化．鏡像降下法に類似の収束保証を与えた
※下記の離散化の収束性解析が [Hirai, 2025] で open problem となっていた

Hadamard 鏡像降下法： xk+1 ∶= expxk
(−ηdQxk

(df(xk)))

再掲：通常の鏡像降下法 (の双対変数表現)： zk+1 ∶= zk − η∇Q(∇f(zk))
ステップ幅 η の選び方は，「相対的平滑性」のアイデアに類似．

定理 (本研究)
通常の鏡像降下法に類似の仮定のもと，Q(df(xk)) は最適値に O(k−1) で収束



テンソルの更新 23/29
Kempf–Ness 関数を用いたエンタングルメント多面体上の最適化の場合，
正定値行列 (xk)k∈N のアップデートを，
テンソル Tk ∼unitary xk ⋅ T のアップデートとして書き直せる．
以下の問題に対し，

minmizex∈M ϕ(spec(τ∗I→xdf(x))) = Φ(τ∗I→xdf(x)) = Q(df(x))

アップデート： Tk+1 ∝
⎛
⎝⊗ℓ∈[d]

e−
η
2∇ℓΦ(µ(Tk))

⎞
⎠
Tk

● ϕ が L-平滑の場合，η = 1/(dL) と取れる
● Quantum functional ϕ(p) = −∑ℓ∈[d] θℓH(pℓ) の場合，entropic tensor scaling:

Tk+1 ∝ (µ1(Tk)−θ1/2, . . . , µd(Tk)−θd/2) ⋅ Tk

● いずれも場合も O(k−1) 収束，定数は入力ビット長の多項式



目次 24/29

1 テンソルの quantum functional

2 多面体上の凸最適化—鏡像降下法によるアプローチ

3 Kempf–Ness 関数によるエンタングルメント多面体の表現

4 Q-ノルム最小化問題に対する Hadamard 鏡像降下法

5 構造的結果：サポート多面体との関係



強双対性 25/29

再掲： minimize: Q(df(x)) s.t. x ∈M: Hadamard 多様体

[Hirai, 2025] はこれと双対性を持つ最大化問題を発見：

命題 [Hirai, 2025]

広いクラスの Hadamard 多様体 (Rn, PD(n) やその直積を含む) で，

inf
x∈M

Q(df(x)) = sup
γ∶測地半直線

−f∞(γ) −Q∗(−γ̇)

※右辺の関数の意味は説明しない
重要なのは，「測地半直線上の最大化」であること



Kempf–Ness 関数の場合 26/29
再掲：
Euclidean な各部分多様体 g†ediag(⋅)g で，サポート多面体を与える関数に帰着：

fT (g†1ez1g1, . . . , g
†
de

zdgd) = log ∥(ediagz1/2, . . . , ediagzd/2) ⋅ (g ⋅ T )∥ = fS
g⋅T (z1, . . . , zd)

これを用いると，

min
p∈∆(T )

ϕ(p) = inf
x∈M

Q(dfT (x)) = sup
γ(t)=g†ediag(z+tw)g

−f∞T (γ) −Q∗(−γ̇)

= sup
g∈GL

sup
z+tw
−fS∞

g⋅T (w) − ϕ∗(−w)

= sup
g∈GL

inf
y∈Rn1+⋯+nd

ϕ(dfS
g⋅T (y))

=max
g∈GL

min
p∈Ω(g⋅T )

ϕ(p)



構造的結果：max-min 式 27/29

定理 (arXiv:2601.21553)
0 ≠ T ∈ Cn1 ×⋯ ×Cnd

ϕ∶Rn1 ×⋯ ×Rnd → R: 下半連続，凸，各要素内対称，∆(T ) ⊆ domϕ
このとき

min
p∈∆(T )

ϕ(p) = max
gℓ∈GL(nℓ)

min
p∈Ω((g1,...,gd)⋅T )

ϕ(p)

「エンタングルメント多面体上の最小値」=
「サポート多面体上の最小値のうち最大のもの」

特に，両辺の値は，GL(nℓ) の作用によって得られるテンソルの非零位置のみから
決定される．(サポート多面体が非零位置のみから決定されるため)

cf. Shrunk subspace と非可換ランクの関連 (e.g., [Fortin and Reutenauer, 2004])



Support functional 28/29
定理 (再掲)
0 ≠ T ∈ Cn1 ×⋯ ×Cnd

ϕ∶Rn1 ×⋯ ×Rnd → R: 下半連続，凸，各要素内対称，∆(T ) ⊆ domϕ
このとき

min
p∈∆(T )

ϕ(p) = max
gℓ∈GL(nℓ)

min
p∈Ω((g1,...,gd)⋅T )

ϕ(p)

特に，ϕ が負のエントロピーのとき，それぞれ異なる量として認識されてきた：
● 左辺：Quantum functional − logFθ(T ) [Christandl et al., 2023]
● 右辺：Support functional − log ζθ(T ) [Strassen, 1980s]

本研究により，すべての複素テンソル T に対して Fθ(T ) = ζθ(T ) が示された！

歴史：
Strassen は ζθ ∈ X を予想したが，示せなかった．本研究により，その予想は正し
かったことが示された．以前までは，Fθ ≤ ζθ，及び自由テンソル (free tensors) で
は Fθ = ζθ が知られていた．
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エンタングルメント多面体上の凸最適化

minp∈∆(T ) ϕ(p)

ϕ は 対称・凸関数

● アルゴリズム：Hadamard 鏡像降下法
● 構造的結果：サポート多面体を介した max-min 式
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