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トピック：非有界凸最適化 1/13
(通常の) 凸最適化

最適解に収束

“非有界凸最適化”

無限遠に発散

このような状況における最適化手法の振る舞いは？ 発散の速度や方向は？
動機： 有界性が明らかでない凸最適化問題 (幾何計画問題・行列スケーリング)
→　通常： 有界性判定 → 最適化手法
　　本研究： 非有界な場合でも最適化手法を適用



凸共役関数 2/13
f ∶ Rn → R: 凸関数

凸共役関数 (Legendre–Fenchel 変換)
● 凸共役関数 f∗(p) ∶= sup

x∈Rn
⟨x, p⟩ − f(x) (p ∈ Rn)

● 共役空間 dom f∗ ∶= {p ∈ Rn ∣ f∗(p) <∞}

性質：
● f∗ は凸関数
● dom f∗ は凸集合
● f の有界性： inf

x∈Rn
f(x) > −∞ ⇐⇒ 0 ∈ dom f∗

● f の平滑性のもと，∇f (Rn) ⊆ dom f∗ ⊆ ∇f (Rn) (◻：閉包)

⟨⋅, ⋅⟩: Euclid 内積，∇f (Rn) ∶= {∇f(x) ∣ x ∈ Rn}



既存の結果：最急降下法 3/13
命題 [Hirai and Sakabe, 2024]

f ∶ Rn → R: L-平滑凸
p⋆ ∶ dom f∗ の最小ノルム点
p⋆ ≠ 0 ならば，
最急降下法 x(k+1) ∶= x(k) −∇f(x(k))/L について，

lim
k→∞
∇f (x(k)) = p⋆.

疑問：
● 収束レートが得られないか？
● 実用上有用な加速勾配法ではどうか？

　



本研究の概要 4/13
命題 [Hirai and Sakabe, 2024]

f ∶ Rn → R: L-平滑凸
p⋆ ∶ dom f∗ の最小ノルム点
p⋆ ≠ 0 ならば，
最急降下法 x(k+1) ∶= x(k) −∇f(x(k))/L について，

lim
k→∞
∇f (x(k)) = p⋆.

疑問：
● 収束レートが得られないか？
● 実用上有用な加速勾配法ではどうか？

本研究： 条件 p⋆ ∈ dom f∗ のもと，加速勾配法 [Ushiyama et al., 2023] が
　　　　同様の収束性を示すことを，収束レート付きで示した．
※最急降下法についても p⋆ ∈ dom f∗ のもと収束レートが得られるが，本日は割愛．



条件 p⋆ ∈ dom f∗ 5/13

凸関数 g(x) ∶= f(x) − ⟨p⋆, x⟩ は以下の 2 つの性質を持つ：
● inf

x∈Rn
g(x) > −∞

(⇐⇒ f∗(p⋆) <∞ ⇐⇒ p⋆ ∈ dom f∗)

● ⟨∇g(x), p⋆⟩ ≥ 0 (∀x ∈ Rn)
　 (p⋆ が ∇f(Rn) = dom f∗ の
　最小ノルム点より)



取り扱う加速勾配法 [Ushiyama et al., 2023] 6/13
f ∶ Rn → R: L-平滑凸

加速勾配法 [Ushiyama et al., 2023]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z(k) ∶= k

k + 2
x(k) + 2

k + 2
v(k)

v(k+1) ∶= v(k) − k + 1
2L
∇f (z(k))

x(k+1) ∶= k

k + 2
x(k) + 2

k + 2
v(k+1)

x(0) ∶= v(0) ∶= x0 (初期点)

連続極限Ð→←Ð
離散化

cf. Nesterov の加速勾配流
[Su et al., 2016, Wilson et al., 2021]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

v̇(t) = − t
2
∇f (x(t))

ẋ(t) = 2
t
(v(t) − x(t))

x(0) ∶= v(0) ∶= x0 (初期点)

● 加速勾配流の Lyapunov 関数の散逸性を自然に保つ離散化 (後述)
● f に最適解 x⋆ が存在するならば，f (x(k)) − f (x⋆) = O(k−2)
→一次法の理論的な最速レート (e.g., [Nesterov, 2018])

※ 元論文 [Ushiyama et al., 2023] のパラメタに具体的な値を代入している．
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f ∶ Rn → R: L-平滑凸
p⋆: dom f∗ の最小ノルム点

定理 (本研究)
(x(k))k：前頁の加速勾配法による点列．
p⋆ ≠ 0，p⋆ ∈ dom f∗ ならば，
p(k) ∶= − 12L

3k + 2
(x(k) − x(k−1)) について，

● p(k) ∈ dom f∗

● ∥p(k) − p⋆∥ = O(k−1)
● ∥p(k)∥ − ∥p⋆∥ = O(k−2)

★ 最急降下法の − (x(k+1) − x(k))∝ ∇f (x(k))→ p⋆ と自然に対応
※ ∇f(x) ≃ p⋆ なる x を見つけるわけではない



Lyapunov 関数：下に有界な場合 (既存研究) 8/13
以下の Lyapunov 関数 Ey が加速勾配法の収束性解析に有用 (y ∈ Rn：基準点)：

Lyapunov 関数 (下に有界な場合)

E(k)y ∶= k(k + 1)
L

(f (x(k)) − f(y)) + 2 ∥v(k) − y∥2

命題： E(k+1)y −E(k)y ≤ 0 [Ushiyama et al., 2023]

従って，もし f の最適解 x⋆ が存在するならば，y = x⋆ とすることで
k(k + 1)

L
(f (x(k)) − f (x⋆)) ≤ E(k)x⋆ ≤ E

(0)
x⋆

Ô⇒ f (x(k)) − f (x⋆) ≤
LE(0)x⋆

k(k + 1)
= O(k−2)



下に非有界な場合の Lyapunov 関数 (本研究) 9/13
f が下に非有界なときは，以下のように修正した Lyapunov 関数 Ey を提案：

Lyapunov 関数 (下に非有界な場合)

E(k)y ∶= k(k + 1)
L

(g (x(k)) − g(y)) + 2∥v(k) + k(k + 1)
4L

p⋆ − y∥
2

再掲： p⋆: dom f∗ の最小ノルム点，g(x) ∶= f(x) − ⟨p⋆, x⟩

※ p⋆ = 0 のとき (下に有界なとき) は，元の Lyapunov 関数と一致

補題 (本研究)： E(k+1)y − E(k)y ≤ −k(k + 1)
2

2
⟨∇g (z(k)) , p⋆⟩ ≤ 0

後半の不等号は，一般に ⟨∇g (x) , p⋆⟩ ≥ 0 より成立．前半の不等号の証明は省略．

主定理の証明に，y = x0 (初期点) の場合の結果を用いる (次頁)



主定理の略証 (1/2) 10/13

∥p(k) − p⋆∥ = O(k−1)

加速勾配法より p(k) =
k

∑
i=1

αiv
(i) という形の表示を得て，各 v(i) に

∥v(k) − x0 +
k(k + 1)

4L
p⋆∥

2

= E(k)x0 −
k(k + 1)

L
(g (x(k)) − g(x0))

≤ E(0)x0 +
k(k + 1)

L
(g(x0) − inf

x∈Rn
g(x))

= k(k + 1)
L

(g(x0) − inf
x∈Rn

g(x))

による評価を適用することで，∥p(k) − p⋆∥ = O(k−1) を得る．



主定理の略証 (2/2) 11/13
p(k) ∈ dom f∗

加速勾配法より (
k−1
∑
i=0

i(i + 1)2)p(k) =
k−1
∑
i=0

i(i + 1)2∇f (z(i)) という表示 (☆) を得る．
Ô⇒ p(k) は {∇f (z(i))}i=0,...,k−1 の凸結合．
∥p(k)∥ − ∥p⋆∥ = O(k−2)
既に ∥p(k) − p⋆∥ = O(k−1) であるので，p(k) の p⋆ 方向成分 ⟨p(k), p⋆⟩ が O(k−2) で
収束することを示せばよい．また p(k) ∈ dom f∗ より ⟨p(k) − p⋆, p⋆⟩ ≥ 0．(☆) より

(
k−1
∑
i=0

i(i + 1)2) ⟨p(k) − p⋆, p⋆⟩ =
k−1
∑
i=0

i(i + 1)2 ⟨∇g (z(i)) , p⋆⟩ ≤ 2 (E(0)x0 − E
(k)
x0 ) = −2E

(k)
x0

≤ − k(k + 1)
L

(g (x(k)) − g(x0)) ≤
k(k + 1)

L
(g(x0) − inf

x∈Rn
g(x))

Ô⇒ ⟨p(k) − p⋆, p⋆⟩ ≤ O(k−2)．

補題 (再掲)： E(k+1)y − E(k)y ≤ −k(k + 1)
2

2
⟨∇g (z(k)) , p⋆⟩ ≤ 0



まとめ 12/13
f ∶ Rn → R: L-平滑凸

加速勾配法 [Ushiyama et al., 2023]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z(k) ∶= k

k + 2
x(k) + 2

k + 2
v(k)

v(k+1) ∶= v(k) − k + 1
2L
∇f (z(k))

x(k+1) ∶= k

k + 2
x(k) + 2

k + 2
v(k+1)

, x(0) ∶= v(0) ∶= x0 (初期点)

dom f∗ に最小ノルム点 p⋆ があるとき：
　 p(k) ∶= − 12L

3k + 2
(x(k) − x(k−1)) について：

　 ∥p(k)∥ − ∥p⋆∥ = O(k−2)
　 ∥p(k) − p⋆∥ = O(k−1)
　 Lyapunov 関数による証明：下に非有界な場合に適した定義・基準点 y の選び方



考察・今後の課題 13/13

凸集合でのノルム最小化問題ソルバーとして：
● 我々のレート O(k−2) は，Frank–Wolfe 法 O(k−1) より高速
● 強凸集合の場合，Frank–Wolfe 法が線形収束 (e.g.,[Levitin and Polyak, 1966])
● 多面体の場合，射影勾配法により線形収束 [Necoara et al., 2019]
● 我々のレートが (現状) 最速であるような (良い) 問題があるか？
● 与えられた凸集合を dom f∗ とする f が構成可能か？ mirror descent との関連
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