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Hadamard多様体 3/24

Definition (Hadamard多様体)
Hadamard多様体：以下を満たす Riemann多様体M

• 完備
• 単連結
• 断面曲率が非正 (三角形の内角の和が 180◦ 以下)

例：　 Euclid空間 Rn・双曲空間 Hn・n× n正定値対称行列全体の集合 Pn

測地線に関する著しい性質：
• 任意の 2点間に唯一の測地線 (長さ最小の曲線)が存在
• 測地線は，前後に無限に延伸可能

指数写像
Tx :点 x ∈ M での接空間
指数写像 expx : Tx → M

def.⇐⇒
expx(u) :=「uの方向に測地線に沿って距離 ‖u‖だけ進んだ点」



測地的凸最適化 4/24

Definition (測地的凸・L-平滑)
M : Hadamard多様体
• f : M → Rが (測地的)凸関数

⇐⇒ 任意の測地線上に制限した 1変数関数が凸
⇐⇒ Hessian ∇2f が半正定値

• 凸関数 f : M → Rが L-平滑 (L > 0)
⇐⇒ 任意の測地線上に制限した 1変数関数が L-平滑
⇐⇒ Hessian ∇2f の最大固有値が L以下

Definition (最急降下列: 最急降下法による点列)
点列 {xi}が最急降下列 ⇐⇒ xi+1 := expxi

(−h∇f(xi)) (h > 0 :ステップ幅)

• L-平滑 =⇒ ステップ幅 h := 1/L (以下)
• ∃最適解 =⇒ xi →最適解 (e.g. [Zhang and Sra 2016])
研究目的： f が下に非有界なとき (i.e. inf f = −∞)，最急降下列の振る舞いは？
応用：行列スケーリング ([Hayashi, Hirai, and Sakabe, to appear])・作用素スケーリング



主結果 (概要) 5/24

f : Hadamard多様体上の L-平滑凸関数
infx∈M ‖∇f(x)‖ > 0 (inf f = −∞より強い条件)
{xi} :最急降下列 (ステップ幅 h = 1/L)

主結果

• 勾配ノルムの収束：
‖∇f(xi)‖ → infx∈M ‖∇f(x)‖

• {xi}は無限遠に飛んでいく．
その飛んでいく方向の特徴付け：
xi → ξ∗ (錐位相での収束)
(ξ∗ は後退関数 f∞ の最小化元)

錐位相・後退関数 f∞ を次頁以降で説明する：



錐位相 6/24

Cartan–Hadamardの定理： expx : Tx → M は微分同相

Definition (錐位相 (e.g. [Sakai 1996]))
M ∼= Tx

∼= Rd ∼=開球　 (同相)
M に境界M∞ を付け加えてコンパクト化　M ∪M∞ ∼=閉球

具体的には…
Sx := {u ∈ Tx | ‖u‖ = 1}
• M の点 y = expx(d(y, x)u) (u ∈ Sx): 極座標表示
• M∞ の点 ξ = expx(∞u) (u ∈ Sx): 方向 u・距離∞の点
　　　　　 ⇐⇒ 測地半直線 t 7→ expx(tu)と同一視

=⇒ Sx
∼= M∞ を同一視

※ xの取り方に依らない



後退関数：無限遠方での凸関数の振る舞い 7/24

凸関数 f : M → R

Definition (後退関数 [Kapovich, Leeb, and Millson 2009])

後退関数 f∞ : M∞ → R ∪ {∞} def.⇐⇒

f∞(ξ) := lim
t→∞

f(expx(tξ))− f(x)
t

• 「ξ 方向に無限に進んだときの f の増加率」
• 始点 xの取り方に依存せずM∞ 上で定義

Obs: infξ∈M∞ f∞(ξ) < 0 =⇒ infx∈M f(x) = −∞

• f∞(ξ∗) = infξ∈M∞ f∞ が唯一存在 [Kapovich, Leeb, and Millson 2009]



弱双対性 8/24

infξ∈M∞ f∞(ξ) < 0

Lemma (弱双対性・本研究)
supξ∈M∞ −f∞(ξ) ≤ infx∈M ‖∇f(x)‖.

証明： ∀x ∈ M, ξ ∈ M∞ について

f∞(ξ) = lim
t→∞

f(expx(tξ))− f(x)
t

≥ lim
t→0

f(expx(tξ))− f(x)
t

= 〈∇f(x), ξ〉 ≥ −‖∇f(x)‖

• 強双対性 (等号成立)は？ →最急降下列の極限で達成されることを示す．
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f : Hadamard多様体上の L-平滑凸関数
infx∈M ‖∇f(x)‖ > 0
{xi} : f の最急降下列 (ステップ幅 h = 1/L)

Theorem (本研究)

• ‖∇f(xi)‖ → infx∈M ‖∇f(x)‖

• xi → ξ∗ (錐位相での収束)

強双対性：
lim
i→∞

‖∇f(xi)‖ = inf
x∈M

‖∇f(x)‖ = sup
ξ∈M∞

−f∞(ξ) = −f∞
(
lim
i→∞

xi

)



補題 10/24
以下の不等式が重要：
Lemma (本研究)

f(xi+1)− f(xi) ≤ −‖∇f(xi+1)‖2
L

Remarks:
• 勾配流 ẋ(t) = −∇f(x(t))における ḟ(x(t)) = −‖∇f(x(t))‖2 に相当
• f(xi+1)− f(xi) ≤ −‖∇f(xi)‖2

2L は well-knownだが，‖∇f(xi+1)‖を用いた評価が重要
• Euclid空間 Rd の場合は，L-平滑凸と同値な不等式 (e.g. [Beck 2017])

f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x), y − x〉+ ‖∇f(x)−∇f(y)‖2
2L (∀x, y ∈ Rd)

に y = xi, x = xi+1 を代入することで，より強い評価が得られる：

f(xi+1)− f(xi) ≤ −‖∇f(xi)‖2 + ‖∇f(xi+1)‖2
2L .



補題の証明 11/24
ベクトルの差分は，Hessianベクトル積の積分：

τxi+1→xi∇f(xi+1) = ∇f(xi) +
∫ 1

0
τ
x
(λ)
i →xi

∇2f
(
x
(λ)
i

)
τ
xi→x

(λ)
i

(−∇f(xi)/L) dλ

=
(
I −

∫ 1

0

1
L
τ
x
(λ)
i →xi

∇2f
(
x
(λ)
i

)
τ
xi→x

(λ)
i

dλ
)
∇f(xi)

=: B∇f(xi)

(x(λ)i :=測地線 xi → xi+1 上の λ : (1− λ)内分点　 (x(0)i = xi, x
(1)
i = xi+1))

f(xi+1)− f(xi) =
∫ 1

0

〈
−∇f(xi)/L, τx(λ)

i →xi
∇f

(
x
(λ)
i

)〉
dλ (直線積分)

≤
〈
−∇f(xi)/L, τxi+1→xi∇f(xi+1)

〉
(凸性)

= −〈∇f(xi), B∇f(xi)〉 /L (Bの定義)
≤ −〈∇f(xi), BB∇f(xi)〉 /L = −‖∇f(xi+1)‖2/L (Bの性質)

• 勾配ノルムの非増大性 ‖∇f(xi+1)‖ ≤ ‖B‖op‖∇f(xi)‖ ≤ ‖∇f(xi)‖

B は半正定値対称，‖B‖op ≤ 1



主定理の略証 12/24
κ := limi→∞ ‖∇f(xi)‖ (∵ {‖∇f(xi)‖}は減少列)

κ2

L
= lim

i→∞

‖∇f(xi)‖2
L

≤ lim
i→∞

−f(xi)− f(x0)
i

(先ほどの Lemma)

≤
(
lim
i→∞

d(x0, xi)
i

)
sup

ξ∈M∞
−f∞(ξ) (f∞の定義)

≤
(
lim
i→∞

d(xi, xi+1)
)

sup
ξ∈M∞

−f∞(ξ) (三角不等式)

≤ κ

L
inf
x∈M

‖∇f(x)‖ (最急降下列・弱双対性)

≤ κ2

L
(κの定義)

より等号成立．特に
• κ = lim

i→∞
‖∇f(xi)‖ = inf

x∈M
‖∇f(x)‖ = sup

ξ∈M∞
−f∞(ξ) (強双対性・勾配ノルムの収束)

• 2行目の等号成立 =⇒ lim
i→∞

f(xi)− f(x0)
d(x0, xi)

= f∞(ξ∗) (i.e.最小値) =⇒ xi → ξ∗
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作用素スケーリング問題 14/24

作用素スケーリング問題 [Gurvits 2004]
入力：N 個の n× n行列 A = {Ak}k=1,2,...,N
出力：正則行列 g, hで，以下を満たすもの：∥∥∥∥∥

N∑
k=1

gAkh
†hA†

kg
† − I

∥∥∥∥∥
F

= 0

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

hA†
kg

†gAkh
† − I

∥∥∥∥∥
F

= 0 (I は単位行列)

• 非可換 Edmonds問題と関連 (後述)
• 群軌道上ノルム最小化の一例 (cf. Invariant theory (e.g. [Derksen and Kemper 2015]))
• g, hを対角行列に制限 =⇒ 行列スケーリング問題

Definition
{Ak}がスケール可能 ⇐⇒ 任意の ε > 0に対し，上式の ‖ · ‖F < εを満たす解 g, hが存在

• ユニタリ行列によって g 7→ Ug, h 7→ V hと変換しても不変
→正定値行列 X := g†g, Y := h†h上の問題とみなせる



作用素スケーリング問題と凸最適化 15/24

測地的凸関数 FA(X,Y ) (X,Y ∈ Pn)の最適化
• ∇XFA(X,Y ) = 1

n

(∑N
k=1

√
XAkY A†

k

√
X − I

)
(∇Y FA も同様)

→作用素スケーリング問題は，FA の停留点を求める問題
○ FA は，下に非有界となり得る：
Proposition ([Gurvits 2004])
Aがスケール可能 ⇐⇒ inf FA(X,Y ) > −∞

標準的なアルゴリズム：作用素 Sinkhornアルゴリズム ([Gurvits 2004])：
　　「X の最適化」と「Y の最適化」を交互反復
ただし，スケール不可能なときの挙動は未解明[Garg and Oliveira 2018]
→ 本研究：最急降下法を用いた場合の挙動を解明
→一般化 Dulmage–Mendelsohn分解による特徴づけを得た
☆行列スケーリング問題では，両アルゴリズムの漸近挙動は本質的に同じ
　 [Hayashi, Hirai, and Sakabe, to appear]



準備：消滅空間 16/24

A = {Ak}: 作用素スケーリングの入力

Definition (消滅空間)

X ⊆ Cn, Y ⊆ Cnが消滅空間 def.⇐⇒ x>Aky = 0 (∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, ∀k = 1, 2, . . . , N)
⇐⇒「X や Y を含む基底で Akを表記したとき，

X,Y に含まれる Akの要素がすべて 0」

消滅空間族 SA := (Aの消滅空間全体の集合)

Lemma[Hamada and Hirai 2017]
SA はモジュラ束

(X,Y ) ∧ (X ′, Y ′) := (X ∩X ′, Y + Y ′), (X,Y ) ∨ (X ′, Y ′) := (X +X ′, Y ∩ Y ′)

(証明：演算結果が SA に入る・線型空間が (∩,+)によりモジュラ束をなす)



一般化 Dulmage–Mendelsohn分解 [Hamada and Hirai 2017] 17/24

(dimX, dim Y )が極大になる (X,Y ) ∈ SA たちは部分モジュラ束
極大鎖 (Cn, {0}) = (X0, Y0) > · · · > (Xθ, Yθ) = ({0},Cn)をとって基底変換する
→ A1, . . . , AN は同時ブロック三角化 (一般化 Dulmage–Mendelsohn分解)

(dimX, dim Y )の図

Ak =

対応する一般化 DM分解
• 通常の DM分解 [Dulmage and Mendelsohn 1958]は，斜め 45◦ 部分のみ分割
• N = 2 (行列 2つ)のとき，Kronecker標準形 [Gantmacher 1959]に対応．



最急降下法の無限極限: 1/2 18/24
{(xi, yi)}i: FA(X,Y )に関する最急降下列

Theorem 1 (本研究){
x
1/2
i Aky

1/2
i

}
k
は射影空間で，一般化 DM分解に対応したブロック対角行列に

ユニタリ同値を除いて収束
⇐⇒ 適切な Ui, Vi により

{
Uix

1/2
i Aky

1/2
i V †

i

}
k
が収束

• ‖∇f(xi)‖ → inf ‖∇f‖による
△ 適切なユニタリ行列の発見が難しい
→数値実験によると，xi や yi を固有値分解すればよい



最急降下法の無限極限: 2/2 19/24
{(xi, yi)}i: FA(X,Y )に関する最急降下列

Theorem 2 (本研究)
固有値分解 xi = σ†

i exp(diag pi)σk (降順), yi = τ †i exp(diag qi)τk (昇順)
=⇒

{
σiAkτ

†
i

}
k
は，粗い一般化 DM分解に収束 (線形収束)

• 傾き (列数) / (行数)が等しい対角ブロックをまとめる
→粗い一般化 DM分解

• xi → ξ∗ と FA の減少量解析による
• 線形空間の rounding[Franks, Soma, and Goemans

2023]で，対応する消滅空間が求まる
→非可換 Edmonds問題に関する certificate (次頁)



応用：非可換 Edmonds問題 20/24

非可換 Edmonds問題 [Ivanyos, Qiao, and Subrahmanyam 2017]
変数付き行列 A = x1A1 + · · ·+ xNAN のランク (非可換ランク)は？
{xk}は非可換変数 (i.e. xkxl 6= xlxk)

(非可換ランク) = 2n−
(
max(X,Y )∈SA

dimX + dim Y
)

[Fortin and Reutenauer 2004]
そこで以下を考える：
Problem
max(X,Y )∈SA

dimX + dim Y を達成する (X,Y )を求めよ

• 多項式アルゴリズム : 存在するが複雑 ([Ivanyos, Qiao, and Subrahmanyam 2018;
Franks, Soma, and Goemans 2023]) ([Hamada and Hirai 2021]←ビットサイズ大)

本研究の帰結：単純な最急降下法により解ける

• TODO:計算量解析–多項式か？
• 群軌道上ノルムに関する unstable 1-parameter subgroup問題に一般化
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まとめ 22/24

• Hadamard多様体上の下に非有界な凸関数への最急降下法
• 非常に一般的な設定
• 勾配ノルムの収束
• 点は無限遠へ飛んでいくが，その方向は収束
• 強双対性 sup−f∞ = inf ‖∇f‖

• 作用素スケーリング：スケール不可能な行列の場合
• ブロック対角行列に収束 (ユニタリ同値を除く)
• 粗い DM分解に収束 (線形収束)
• 一般化 DM分解の構造により特徴づけ

• 今後の課題
• ユニタリ同値性の解消→数値実験ではうまくいく
• 非可換 Edmonds問題に対応する部分空間の計算量解析：多項式？
• 作用素 Sinkhornアルゴリズムで同様の収束性があるか
• 群軌道上ノルム最小化問題への一般化
• Kronecker標準形の数値計算への応用
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